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Vorwort

Zur Analyse und zum Aufbau von Systemen in der Nachrichten- und Regelungstechnik ist neben dem
Zeitverhalten vor allem das Frequenzverhalten von groRer Bedeutung.

Ein fiir den Techniker wichtiges Werkzeug ist dabei die Verwendung von Bode-Diagrammen, mit
deren Hilfe auch komplexe Systeme beschrieben werden kénnen.

Das Verhalten wird haufig durch Funktionen beschrieben. Diese Funktionen beschreiben das
Verhalten der Ausgangsspannung in Abhadngigkeit der Eingangsspannung.

In Wechselstromkreisen ist hier das Verhalten der Ausgangsspannung in Abhangigkeit der Frequenz
der (sinusférmigen) Eingangsspannung interessant.

Da die Ausgangsspannung durch den Wechselstromkreis sowohl in der Amplitude als auch im
Phasenwinkel von der Eingangsspannung abweicht, wird das Verhalten durch eine komplexe
Funktion beschrieben.

Komplex bedeutet hier nicht, dass die Funktion kompliziert ist, sondern im mathematischen Sinne
komplex. Es werden also komplexe Zahlen zur Beschreibung der Funktion verwendet.

Ziel des vorliegenden Buches Bode-Diagramme in der Elektrotechnik ist es, den Studierenden eine
Einfihrung in das Thema zu geben und bei dem Verstdandnis und der Anwendung von Bode-
Diagrammen punktgenau zu unterstiitzen — ohne Ballast.

Das Buch erldutert zunachst Schritt flr Schritt die mathematischen Grundlagen von Bode-
Diagrammen. Hierbei wird insbesondere auf das Verstandnis der Zusammenhdnge Wert gelegt.

AnschlieBend wird anhand von konkreten Beispielen die Anwendung von Bode-Diagrammen in der
Elektrotechnik erldutert.

Die Beispiele werden in speziellen Online-Videos fiir die Leser dieses Buches veranschaulicht.

Das vorliegende Buch setzt grundlegende Kenntnisse der komplexen Zahlen voraus, wie Sie zu Beginn
des Elektrotechnik-Studiums vermittelt werden.

Zur Auffrischung zum Thema ,, Komplexe Zahlen in der Elektrotechnik” empfehle ich meinen
gleichnamigen VIDEO-Kurs, das ebenfalls bei Amazon erhaltlich ist.

Munster, Mai 2015

Wolfgang Bengfort
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Was ist ein Bode-Diagramm

In einem Bode-Diagramm wird das Verhalten einer Schaltung in Abhangigkeit der Frequenz
dargestellt.

Und zwar in zwei Darstellungen, eine fiir das Amplitudenverhaltnis und eine fir die
Phasenverschiebung zwischen Ausgangsspannung und Eingangsspannung.

Die Frequenzachse, also die ,x-Achse”, wird hierbei logarithmisch (dazu spater mehr) dargestellt.
Das Amplitudenverhiltnis in dB (Dezibel, auch dazu spater mehr).

Man erhalt im Bode-Diagramm also eine graphische Darstellung, in der sich das Amplitudenverhaltnis
und die Phasenverschiebung zwischen Ausgangs- und Eingangsspannung in Abhangigkeit von der
Frequenz w ablesen lasst.

Ein Beispiel fir ein Bode-Diagramm:

FdB
60 R R R R |

1 1 1 18 100 108

Und nun der Weg dorthin.
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Der Frequenzgang

Im allgemeinen Fall lasst sich das Verhaltnis aus Ausgangsspannung und Eingangsspannung eines
Ubertragungssystems durch den (komplexen) Frequenzgang F(w) beschreiben.

| Flw) |

Bei einer Eingangsspannung
_ o

U,=U, e

und einer Ausgangsspannung
_ io

Qz — Uz e

lasst sich der Frequenzgang F(w) als das Verhaltnis von Ausgangsspannung zur Eingangsspannung
angeben:

U, U,-e"”
E(w)zazz :

o
~1 U 1€
Wie wir gleich an einem Beispiel sehen werden, sind Amplitudenverhéltnis und die

Phasenverschiebung abhangig von der Frequenz.

An der Gleichung lasst sich aber schon erkennen, dass im Frequenzgang sowohl die Information tber
das Amplitudenverhaltnis ( U,/U; ) als auch zur Phasenverschiebung @,- @, enthalten ist.

Zur Erstellung des Bode-Diagramms werden diese beiden Information getrennt benoétigt.

Hierzu mussen die Informationen lber das Verhiltnis der Amplituden und der Verlauf der
Phasenverschiebung aus dem Frequenzgang extrahiert werden.

Diese Teile werden als Amplitudengang und Phasengang bezeichnet.
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Amplitudengang

Zur Bildung des Amplitudengangs F(,) wird nur der Betrag des Frequenzganges F,, berlicksichtigt.

U eJ(DZ U
(a))_lF(a))l_| o0 |:U2
1'e 1

Der Amplitudengang errechnet sich also aus ,Betrag des Zahlers geteilt durch Betrag des Nenners®”.

Dies wird weiter unter fur die Berechnung an konkreten Beispielen verwendet.
Phasengang

Der Phasengang @, beschreibt die Phasenverschiebung zwischen Ausgangs- und Eingangsspannung.

Aus dem Frequenzgang erhalt man den Phasengang aus:

U eJ(”z
w(a))_é(F(a))) Z( e”"l) D, — Py

Der Phasengang errechnet sich also aus ,,Winkel des Zahlers minus Winkel des Nenners“.

Auch das wird weiter unter flir die Berechnung an konkreten Beispielen verwendet.
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Ein Beispiel

Am Beispiel eines einfachen RC-Tiefpasses wird dies im Folgenden gezeigt werden.

R

U, ﬁ—'J—x U,
_|_

Das Verhaltnis aus Ausgangsspannung U, und Eingangsspannung U, lasst sich Gber einen komplexen
Spannungsteiler berechnen (In einer Reihenschaltung verhalten sich die Spannungen wie die
Widerstande).

o) =

U, X¢

U, R+Xc

Da Xc von w abhangig ist (Xc = 1/j wC) ist der Frequenzgang F(,) eine Funktion von w. Da die Funktion
komplexe Werte ausweist wird F,, mit einem Unterstrich geschrieben.

Die kapazitive Impedanz eingesetzt in den Frequenzgang ergibt:

L
X. _ joC 1

Fw= - BT
R+Xc gp, 1 1+jeoRC

JaC

Hinweis: Im letzten Schritt wurden Zahler und Nennen mit jwC multipliziert. So sieht die Funktion

etwas ansehnlicher aus.
Der Frequenzgang ergibt also abhadngig von der Frequenz einen komplexen Wert.

Dieser komplexe Wert dndert sich, abhdngig von der Frequenz, sowohl im Betrag als auch im

Phasenwinkel.

Im Amplitudengang und Phasengang wird dieses Verhalten fiir den Betrag bzw. den Phasengang

ausgedrickt.

Im Folgenden wird dies fiir den RC-Tiefpass untersucht.
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Amplitudengang

Der Frequenzgang des RC-Tiefpasses lautet also wie eben gezeigt:

Fwy= -l
1+ JwRC

Fiir den Amplitudengang ist nun der Betrag der Funktion gesucht.

1

F =
[Fio| |1+ja)RC|

Der Term auf der rechten Seite ist ein Bruch.

Der Betrag eines komplexen Bruches ist gleich dem Betrag des Zahlers geteilt durch den Betrag des
Nenners. Da der Betrag des Zahlers 1 ist, muss nur noch der Betrag des Nenners ermittelt werden.

Wir betrachten also den Nenner.
1+ JoRC

In der komplexen Ebene sieht der Nenner folgendermaRen aus:

1+jwRC
jwRC

Also ein Zeiger mit dem Realteil 1 und dem frequenzabhangigen Imaginarteil jwRC.

Der Betrag lasst sich mit Hilfe des Satz des Pythagoras berechnen.

11+ joRC |= /T + (@RC)?

Da diese Berechnung fiir den Nenner-Term gilt, ergibt sich somit fiir den Amplitudengang
B 1

” \/12 +(wRC)?

X
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Phasengang

Fir den Phasengang ist nun der Phasenwinkel des Frequenzgangs gesucht.

Also

.
1+ JowRC

ZF = Z£(

Der Winkel des Quotienten zweier komplexer Zahlen ist gleich dem Winkel des Zahlers minus Winkel
des Nenners.

Im Zahler steht die reelle Zahl 1, der Winkel des Zahlers betragt also 0.

Zur Berechnung des Winkels des Nenners wird wieder das Zeigerdiagramm herangezogen.

jwRC

Flr den Winkel o gilt:

tan o = % = @ =arctan wRC

Da der Winkel der komplexen Funktion gleich dem Winkel des Zahlers minus dem Winkel des
Nenners ist, ergibt sich fir den Phasengang ¢(w):

@, =0 —arctan wRC = —arctan wRC
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Grenzfrequenz
Zurick zum Amplitudengang des RC-Tiefpasses.

1
? 12 +(wRC)?

X

Da die Frequenz w im Nenner des Amplitudengangs steht, wird das Verhaltnis von
Ausgangsspannung zur Eingangsspannung mit steigernder Frequenz immer kleiner.

Da der Amplitudengang jedoch stetig fallt, es also keine Frequenz gibt, bei der der Amplitudengang
abrupt fallt, wird eine Grenzfrequenz definiert, die den Tiefpass charakterisiert.

Die Grenzfrequenz ist die Frequenz wy, bei der die Ausgangsspannung auf den Faktor

L ~ 70,7%

J2

der Eingangsspannung gesunken ist.

An der hergeleiteten Funktion des Amplitudengangs

1
” \/12 +(wRC)?

X

ist zu erkennen, dass unter der Wurzel im Nenner genau dann eine 2 steht, wenn fiir die
Grenzfrequenz w,

(w,RC)* =1

ist.

Umgeformt nach wg ergibt das:

1 1
== fy =
RC 27-RC

Bei einer Grenzfrequenz wg = 1/RC ist die Ausgangsspannung um den Faktor

1 =~ 70,7%

J2

kleiner als die Eingangsspannung.
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Graphische Darstellung des Bode-Diagramms

Im allgemeinen werden die Achsen von Diagrammen mit linearen Achsen versehen. Der Abstand
zwischen 10Hz und 20Hz ist dann beispielsweise genau so groR wie der Abstand zwsichen 10010Hz
und 10020Hz.

Der Nachteil dieser linearen Einteilung besteht darin, dass bei einem Zahlenbereich, der sich tGber
mehrere Zehnerpotenzen erstreckt, der untere Bereich nicht mehr genau abgelesen werden kann.

Abhilfe schafft hier die logarithmische Darstellung der x-Achse.

Bei der logarithmischen Darstellung wird jeder Dekade der gleiche Platz zur Verfligung gestellt. Der
Abstand zwischen 1Hz und 10Hz ist dann genau so groR wie der Abstad zwischen 10Hz und 100Hz,
bzw. zwischen 100Hz und 1.000Hz.

So wird gewihrleistet, dass fiir kleinere Frequenzen Amplitudengang und Phasengang noch gut
dargestellt werden kdnnen, gleichzeitig aber auch eine Darstellung fir gréRBere Frequenzen moglich
ist.
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Darstellung des Amplitudengangs in Dezibel (dB)

Auf der y-Achse wird der Amplitudengang Ublicherweise ebenfalls in einem logarithmischen MaR
aufgetragen, dem Dezibel (dB).

Fiir Spannungssignale ist die Verstarkung bzw. das Dampfungsmal} definiert als

U
a=20-log—=
gU

e

Zur Berechnung wird also neben dem Logarithmus aus dem Verhéltnis aus Ausgangsspannung zur
Eingangsspannung noch ein Faktor 20 hinzugefiigt.

Dieser Faktor wird verwendet um handlichere GréRRen zu erreichen.

Anmerkung: Bei der Betrachtung von Leistungen wird im Gbrigen der Faktor 10 verwendet. Daher
kommt der Name Dezibel, ein zehntel Bel.

Die Darstellung des Amplitudengangs in Dezibel hat mehrere Vorteile, die wir spater in Beispielen
noch intensiv verwenden werden.

1. Derin Dezibel dargestellte Amplitudengang ist in vielen Schaltungen in weiten Bereichen
linear ( z.B 20dB/Dekade). Die Darstellung ergibt also eine Gerade, die sich leicht
konstruieren lasst.

2. Durch den Logarithmus wird eine Multiplikationen zweier Freqzuenzgange, die sich aus der
Reihenschaltung zweier Verstarker ergibt, zur Addition.

Eine Erklarung hierzu.

Multipiziert man zwei Funktionen
F(0)=G(w) - H(w)

so ergibt sich bei einer logarithmischen Darstellung der Funktionen nach dem
Logarithmengesetzen

log F (@) = log(G(w) - H (»))= log G(w) + log H (o)

eine Addition der logarithmischen Darstellungen der Funktionen.

Dies ist vor allem bei der graphischen Analyse von mehreren Ubertragungsgliedern, wie
weiter unten in den Beispieln gezeigt sehr handlich.
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Graphische Darstellung des Bode-Diagramms fiir einen RC-Tiefpass

In folgenden Beispiel wird das Bode-Diagramm fiir einen Tiefpass mit R=1kQ und C=1pF erstellt.

Wie bereits oben hergeleitet lasst sich der Amplitudengang wie fiir einen RC-Tiefpass wie folgt
beschreiben.

U, 1
| = |:F(

U, “ 1P+ (@RC)

Fir den Amplitudengang mit linear skalierter y-Achse ergibt sich folgender Verlauf.

Diese Darstellung erhalt man durch die Berechnung der einzelnen Wertepaare des Amplitudengangs,
mit Hilfe eines Funktionenplotters oder durch die Simulation mit Hilfe eines Programms fiir
Elektroniksimulationen

Bei der Grenzfrequenz

1

f, = =150Hz
27-RC

betragt der Amplitudengang wie erwartet

F :i ~ 70,7%

(fq) \/E
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Das Dampfungsmal (in Dezibel) betragt

1

a=20-log
\/12 +(wRC)?

Die Darstellung in Dezibel sieht wie folgt aus.

Man erkennt bei der Grenzfrequenz f,=159Hz eine Dampfung von -3dB.

Das lasst sich auch durch folgende Rechnung verifizieren:

a=20-log L =-3dB

1° +(27z-1591 1kQ - 1uF)?
S

Im weiteren Verlauf fallt die Kennlinie linear um 20dB/Dekade ab.

Ubertragungsglieder wie dieser Tiefpass werden auch Verzégerungsglieder 1. Ordnung genannt.

In der Literatur findet man auch Bezeichnungen wie VZ1- oder PT1- Glied.
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1
E(w) — :
1+ JwRC

Die Ordnung beschreibt die Anzahl der Zeitkonstanten dieses Ubertragungsgliedes. Diese
Ubertragungsfunktion hat eine Zeitkonstante ( RC).

Allgemein setzt man fir die Zeitkonstante RC = T, so dass sich fiir den Frequenzgang eines
Ubertragungsgliedes.

1
14 jeT
ergibt.

Die Grenz(kreis)frequenz w, betragt fir diesen allgemeinen Fall w,=1/T.

Entsprechend lasst sich der Phasengang des RC-Tiefpasses darstellen.

_‘—‘—H’“‘“\n

—— o o

Flr kleine Frequenzen betrdgt der Phasengang 0, fiir hohe Frequenzen -90°, d.h. die
Ausgangsspannung eilt der Eingangsspannung vom 90°nach.

Bei der Grenzfrequenz w,=1/T betrdgt der Phasengang -45°.
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Vereinfachte Darstellung von Amplitudengang und Phasengang

Fiir die graphische Analyse und Synthese von Ubertragungsgliedern wird der Amplitudengang
vereinfacht dargestellt.

Eine sehr einfache Anndherung an den realen Amplitudengang ist die Darstellung mit einer
konstanten Verstarkung von 0dB bis zur Grenzfrequenz und anschliefend einen konstanten Abfall
von 20dB/Dekade.

In der folgenden Darstellung sieht man die gute Annaherung fir tiefer und hohe Frequenzen, aber
auch die Abweichung im Bereich der Grenzfrequenz.

Auch der Phasengang wird in der graphischen Annaherung vereinfacht dargestellt.

In guter Naherung kann man davon ausgehen, dass der Ubergang zwischen 0° und -90° innerhalb von
2 Dekaden vor sich geht.

Der Phasengang ist also

e 0 bis zur Frequenz eine Dekade vor der Grenzfrequenz,
e fallt dann linear um 90° bis zur Frequenz eine Dekade nach der Grenzfrequenz und
e betragt anschlieRend -90°.

In folgendem Diagramm ist diese Anndherung dargestellt.
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Fiir ein VZ1-Glied gilt also:
Der Amplitudengang ist bis zur Grenzfrequenz 0 und fallt dann mit 20dB/Dekade.

Der Phasengang ist fiir kleine Frequenzen 0 und fiir groRe Frequenzen -90°. Der Ubergang wird tiber
insgesamt 2 Dekaden symmetrisch zur Grenzfrequenz vollzogen.
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Weitere typische Ubertragungsglieder

Komplexere Ubertragungssysteme lassen sich haufig auf eine Zusammenschaltung elementarer
Ubertragungsglieder zuriickfiihren.

Im Folgenden geht es daher zunichst um weitere wichtige Ubertragungsglieder. Diese sind

o P-Glied
o |-Glied
e D-Glied
e PD-Glied.

Nach der Untersuchung dieser elementaren Ubertragungsglieder werden anschlieRend diese
Ubertragungsglieder zu komplexeren Systemen zusammengebaut.

P-Glied

Das P-Glied (Proportionalglied) ist das einfachste Ubertragungsglied. Zur Bildung der
Ausgangsspannung wird die Eingangsspannung mit einem konstanten Faktor k multipliziert.

Ein einfaches Beispiel fiir ein Ubertragungsglied mit einem Faktor k<1 ist ein Spannungsteiler.

Die Ubertragungsfunktion (der Frequenzgang) ist in diesem Beispiel nach der Spannungsteiler-Regel

R,

@R 4R,

also eine Konstante K.

Das Dampfungsmal ist somit konstant
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a=20-log | K|

Bei einer Realisierung eines P-Gliedes durch eine Operationsverstarkerschaltung kann diese
Konstante K auch negativ sein.

Ein eventueller negativer Faktor K wird jedoch nicht im Dampfungsmal3, sondern in der
Phasenverschiebung berlicksichtigt.

Bei positivem K besteht keine Phasenverschiebung zwischen Ausgangsspannung und
Eingangsspannung. Der Frequenzgang ist dann also

Py =0

Bei negativem K betragt die Phasenverschiebung zwischen Ausgangsspannung und
Eingangsspannung

Py =180°=-180°
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D-Glied

Das D-Glied differenziert das Eingangssignal, bildet also die mathematische Ableitung. Eine
elektrotechnische Realisierung ist mit folgender Operationsverstarkerschaltung moglich, bei der
durch einen zusatzlichen (nachgeschalteten, hier nicht abgebildeten) invertierenden Verstarker das

negative Vorzeichen aufgehoben wird.

anl
U, * ‘U
1 L 1

In meinem E-Book zum Thema Operationsverstarker findet man ausfiihrlichere Beschreibungen zur
Berechnung von Ubertragungsfunktionen von Operationsverstirkerschaltungen.

Da in diesem Buch der Schwerpunkt auf die Konstruktion von Bode-Diagrammen liegt, wird im
Folgenden die Ubertragungsfunktion des D-Gliedes nur kurz hergeleitet.

Fir invertierende Operationsverstarkerschaltungen mit einem Eingangswiderstand Z; und einem
Riickkopplungswiderstand Z, kann man den Frequenzgang F(, mit der Formel

F(w) = ,,- Rickkopplungswiderstand/Eingangswiderstand”
bestimmen.

Also:

o) =

Durch weitere Beschaltungen, beispielsweise durch einen zusatzlichen invertierenden Verstarker,
wird das negative Vorzeichen aufgehoben, so dass sich folgender Frequenzgang ergibt:

F o __ R _ jwRC _Jo
KC a)g

(mit wg=1/RC)
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Der Amplitudengang, also der Betrag von F(w), setzt sich mein D-Glied also aus dem konstanten
Faktor 1/w=RC und dem frequenzabhangigen Anteil w zusammen.

Mit

a=20- Iog(ﬁ)
(0,

g

erhdlt man ein DampfungsmaR, das mit 20dB/Dekade ansteigt und bei w, den Wert 0dB besitzt.
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Verwendung einer normierten Darstellung

Haufig findet man fir D- und I-Glieder eine normierte Darstellung, bei der die Grenzfrequenz auf den
Wert 1 bezogen wird um die Darstellung unabhangig von der Grenzfrequenz zu realisieren. Der Wert
der Grenzfrequenz muss dann als konstante Verstarkung berticksichtigt werden.

Insbesondere bei der Nutzung der Laplace-Transformation (siehe weiter unten) arbeitet man mit
einer normierten Darstellung.

Die Bildung einer normierten Darstellung wird im Folgenden an einem Beispiel gezeigt.

Das Bode-Diagramm eines D-Gliedes mit einer Grenzfrequenz w, = 100 Hz hat bei w, die Verstarkung
0dB und steigt mit 20dB pro Dekade an.

Fir die Bildung einer normierten Darstellung wird der Wert der Grenzfrequenz als Faktor
interpretiert:

Jo 1 .
Fo="—oFk,=—]o

@y @y

Diese Form kann nun als Kombination zweier Ubertragungsglieder beschrieben werden.

Zum einen ein normiertes D-Glied (mit dem Wert 0dB bei 1) und zum zweiten ein zusatzlicher Faktor
mit (in diesem Beispiel) 1/100,

bzw. in der logarithmischen Darstellung in dB:

1
a=20-log(—) =-40dB
9(100)

Von der Darstellung des normierten Bode-Diagramms des D-Gliedes muss also von jedem Wert -40dB
abgezogen werden.

Dies entspricht einer Verschiebung der normierten Darstellung um 40dB ,nach unten®. Im folgenden
Diagramm ist zu erkennen, dass sich wie erwartet die gleiche Darstellung ergibt.
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FdB

Berechnung des Frequenzgangs des D-Gliedes

Da der Frequenzgang

LI B

g

10?

keinen Realteil besitzt ist der Phasengang konstant

Doy = 90°

10°

10*

10°
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I-Glied

Das |-Glied integriert das Eingangssignal. Eine elektrotechnische Realisierung ist mit folgender
Operationsverstarkerschaltung moglich. Auch hier wird ein negatives Vorzeichen durch zusatzliche
Beschaltung aufgehoben.

Es ergibt sich also auch hier wieder mit der Formel
F(w) = ,,- Rickkopplungswiderstand/Eingangswiderstand”

folgender Frequenzgang:

Der Amplitudengang, also der Betrag von F(w) setzt sich aus dem konstanten Faktor 1/w=RC und
dem frequenzabhangigen Anteil 1/w zusammen.
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Mit

a=20-log

erhdlt man ein DampfungsmaR, das bei w= w; den Wert 0dB besitzt und mit 20dB/Dekade fillt.

| Wy

Auch hier lasst sich analog zum D-Glied das Bode-Diagramm ebenfalls tiber die normierte Darstellung
ermitteln.

Da der Frequenzgang keinen Realteil besitzt ist der Phasengang konstant
o, , =—90°
(@)

denn 1/j =
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PD-Glied

Das PD-Glied wird haufig in Regelkreisen eingesetzt. Eine elektrotechnische Realisierung ist mit
folgender Operationsverstarkerschaltung moglich. Auch hier wird das negative Vorzeichen durch
weitere Beschaltung wieder aufgehoben.

C R,
1
I —J
Ry - %0
+
— +
Ull I U,

Der Frequenzgang F,, der Operationsverstadrkerschaltung ldsst sich wiederum tiber

Zo) =

bestimmen.

Fir die oben angegebene Schaltung gilt

Z,=R,

und

1
JoC
R1+_i
JaC

Somit ergibt sich fiir F(w) (die Aufhebung des negativen Vorzeichens bereits beriicksichtigt)

R,

;1:R1”Lc:
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Mit

Rl
als konstanter Faktor und
CR =T
als Zeitkonstante

bleibt fiir den Frequenzgang eines PD-Gliedes

F o =K '(JCUT +1)
Bzw. fiir den vereinfachten Fall R;=R,

Der Amplitudengang ist bis zur Grenzfrequenz (wg=1/T) 0 und steigt dann mit 20dB/Dekade.

Der Phasengang ist fiir kleine Frequenzen 0 und fiir groRe Frequenzen +90°. Der Ubergang wird auch
hier Giber insgesamt 2 Dekaden symmetrisch zur Grenzfrequenz vollzogen.
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Ubersicht der elementaren Ubertragungsglieder

In der folgenden Tabelle sind die betrachteten Ubertragungsglieder in einer Ubersicht dargestellt.

Bezeichnung | Frequenzgang Amplitudengang Phasengang Bode-

Diagramm
P-Glied K 20-log | K | 0 furkK>0 |

-180° fiir K< 0 o !
D-Glied jo 0 bei w, 90° 'l :
o +20dB/Dekade (,3/
g S
I-Glied 1 0 bei w, -90° | ‘
Jo -20dB/Dekade \
o, —
PD-Glied jo 0 bis wg 0 bis eine Dekade vor w, °l _—
a)_ +1 dann +20dB/Dekade +45° bei w, o .
¢ +90° bis eine Dekade nach w, R
PT1-Glied 1 0 bis wg 0 bis eine Dekade vor w, ) _
(VZ1-Glied) jo dann -20dB/Dekade -45° bei w, “ o
“—+1 -90° bis eine Dekade nach w; | ™ w_
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Laplace-Transformation fiir die Darstellung der Ubertragungsglieder

In der einzelnen Disziplinen der Elektrotechnik werden unterschiedliche Darstellungsformen fir
Ubertragungsglieder verwendet. Stabile Ubertragungssysteme lassen sich beispielsweise mit Hilfe
der Laplace-Transformation beschreiben. Diese Darstellung ist in der Regelungstechnik Gblich.

Eine Beschreibung der Laplace-Transformation wiirde den Rahmen dieses Buches sprengen. Daher
mochte ich an dieser Stelle fiir ein tieferes Verstandnis der Laplace-Transformation auf die
umfangreiche Literatur zu diesem Thema verweisen.

Da in den Hochschulen Bode-Diagramme meist im Zusammenhang mit der Regelungstechnik
angewendet wird und somit Aufgabenstellungen in Form der Laplace-Transformierten formuliert
sind, wird im Folgenden bei den Beispielaufgaben ebenfalls diese Form verwendet.

Sehr stark vereinfacht kann man an dieser Stelle sagen, dass man die Laplace-Transformierte von
stabilen Ubertragungsgliedern erhilt, indem man fiir Ubertragungsfunktionen die komplexe
Kreisfrequenz jw durch die Variable s ersetzt.

jo=s
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Fiir die praktische Arbeit mit Bode-Diagrammen andert sich die Tabelle somit in folgende Form:

Bezeichnung | Ubertragungsfunktion Amplitudengang Phasengang Bode-
Diagramm
P-Glied K 20-log | K | 0 furk>0 F“”i_
-180° fiir K< 0 . '
D-Glied S Obeil 90° Fieh
+20dB/Dekade ua/
I-Glied 1 Obeil -90° i
S -20dB/Dekade oo
PD-Glied 0 bis a 0 bis eine Dekade vor | ™" —
g +1 dann +20dB/Dekade a - v
+45° bei 1 —r
+90° bis eine Dekade
nach 1
PT1-Glied 1 0 bis a 0 bis eine Dekade vor | ™ _
(VZ1-Glied) r dann -20dB/Dekade a o
S -45° bei 1 T

-90° bis eine Dekade
nach 1
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Die Arbeit mit Bode-Diagrammen

Bode-Diagramme werden zur Analyse komplexer Systeme eingesetzt. Diese Systeme bestehen aus
einzelnen hintereinander geschalteten Ubertragungsgliedern.

E, A, E, A,
T G Ho T
F

s)

Ein Eingangssignal E;(s) wird in diesem Beispiel in das erste System eingespeist. Dieses System bildet
das Ausgangssignal A;(s) durch die Multiplikation von E;(s) mit G(s).

Das Ausgangssignal A(s) ist gleichzeitig das Eingangssignal E(s) fiir das folgende Ubertragungsglied,
das durch eine Multiplikation mit G(s) das Ausgangssignal A,(s) des Gesamtsystems bildet.

Analyse des Amplitudengangs im Bode-Diagramm

Flir den Amplitudengang (die Verstarkung) ergibt sich somit

A(S) = E(5)-G(5)

Durch die Hintereinanderschaltung der Ubertragungssysteme G und H entspricht das Ausgangssignal
von G, also A;(s), dem Eingangssignal von H, also E,(s).

Das Ausgangssignal des Gesamtsystems wird gebildet aus

A, () =E,(8)-H(s) = A(s)-H(s) = E,(s)-G(s)-H(s)

Die Ubertragungsfunktion des Gesamtsystems ist demnach

F(s){Z—g:G(s)-H(s)

also eine Multiplikation der einzelnen Ubertragungsfunktionen.

Flr den Amplitudengang, der im Bode-Diagramm in Dezibel (also logarithmisch) dargestellt ist, wird
aus der Multiplikation von G(s) und H(s) eine Addition der logarithmischen Darstellung, denn

log F(s) =log(G(s)- H(s))=log G(s) +log H (s)
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Dieser Umstand macht das Arbeiten mit Bode-Diagrammen sehr bequem.

Analyse des Phasengangs im Bode-Diagramm

Da G(s) und H(s) komplexe Funktionen sind, ergibt sich aus der Multiplikation automatisch eine
Addition der Phasengédnge, denn

a6 qiH _ qi<G+H

Beispiel zur Arbeit mit Bode-Diagrammen

Im Folgenden wird die Anwendung von Bode-Diagrammen an einem Beispiel gezeigt.

Mit solchen Aufgaben hat der Elektrotechnik-Student typischerweise in den ersten Semestern,
beispielsweise im Fach Regelungstechnik, Nachrichtentechnik, Signaltheorie, 0.4. zu tun.

Gegeben ist also ein Ubertragungssystem mit

F(s):loo-i-(1+l)-#
L)

100

also eine Serienschaltung

e eines P-Gliedes (100)

e eines |-Gliedes (1/s)

e eines PD-Gliedes (1+1/s) und

e eines PT1-Gliedes (1/(1+s/100) )

Anmerkung: Die ersten beiden Komponenten (P- und |-Glied kdnnen wie oben gezeigt von einem
Integrierer stammen, dessen Grenzfrequenz bei 100 liegt).

An diesem Beispiel soll nun das prinzipielle Vorgehen gezeigt werden.
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Ermittlung des Amplitudengangs

Im ersten Schritt wird aus den einzelnen Ubertragungsfunktionen der Amplitudengang F ) des
Gesamtsystems zusammengesetzt.

Hierzu bendtigt man halblogarithmisches Papier, auf dem auf der x-Achse die Frequenz w

1 1
Beispiel: F(s)zIOO-(l+i)-—
S 10

s
1+—
F5 dB : 100)

60

40 .

o

N
o

-60 |

1 10 102 103 10% 10°
logarithmisch dargestellt wird.

Auf der y-Achse werden die Frequenzgange in dB eingetragen

Hierzu werden nun die einzelnen Frequenzgange der Einzelglieder eingetragen und anschliefend
graphisch addiert.
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Amplitudengang des P-Gliedes

Der Verstarkungsfaktor des P-Gliedes ist 100. In dB ausgedriickt bedeutet das:

Das P-Glied leistet damit einen Beitrag von konstant 40. Dies wird so in das Bode-Diagramm
eingetragen.

Frequenzgang des I-Gliedes

Wie weiter oben gezeigt hat das I-Glied eine Verstarkung von 0dB bei s=1 und fallt um 20dB pro
Dekade. Diese Gerade wird als nachstes in das Bode-Diagramm eingezeichnet.

1 1
Beispiel: F(s)= 100- (1+%) I —
: 1+—)

Fiy dB 100

60 1

40

20 i
0\

-20

ol LR PiHEE DEUER ODTNGE DGR §

E 1 10 102 103 104 10°
Rl [ ey

Fy dB 10

60

40

20

-20

-40 |

.

1 10 102 103 104 105
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Frequenzgang des PD-Gliedes

An der Ubertragungsfunktion des PD-Gliedes erkennt man, dass die Verstirkung bis zur Frequenz

s=10 (im Nenner steht die Zahl 10) konstant 0dB betragt und anschlieBend mit 20dB pro Dekade
ansteigt.

1 1
Beispiel:  F(s)=100 '(1+i) T
s 10 S
)
F dB 100
60 |
40 -

0

-20

-40

-60

T
|

10

102

103

10*

10°

Frequenzgang des PT1-Gliedes

Das PT1-Glied sorgt fir eine Verstarkung von 0dB bis s=102 (im Nenner steht die Zahl 100) und fallt
anschliefend mit 20dB pro Dekade.
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1 S 1
Beispiel: F(s):100-(1+—)-—
s 10 S
A+
F dB 100
60
40
20 .

0

-20

-40 |

-60

1 10 10? 102 104 10°

Graphische Addition der Frequenzgange

Zur Ermittlung des Frequenzganges des Gesamtsystems werden nun die einzelnen Frequenzgidnge
graphisch addiert.

Zu Beginn der x-Achse (s=0,1) tragen das P-Glied (40dB) und das I-Glied (20dB) zu einer Verstarkung
bei. Die Gesamtverstarkung beginnt also mit 60dB und fallt dann durch den Einfluss des I-Gliedes um
20dB pro Dekade.

Bis zur Frequenz w=10 liefern nur diese beiden Glieder einen Beitrag.

Es ergibt sich folgendes Bode-Diagramm (in Rot eingezeichnet):
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1 S 1
cespet: F(9)F100] a1 291 L
S

S
1+—
Fis dB ( 100)

60

40

20

0

-20

-40

-60

102 103 104 105

-
= frziiigs
=

Ab s=10 sorgt das PD-Glied fur einen zuséatzlichen Anstieg von 20dB pro Dekade und kompensiert
somit den Abstieg des I-Gliedes. Zwischen s=10 und s=100 dndert sich die Verstarkung somit nicht,
wie in der folgenden Darstellung an der roten Linie zu erkennen ist.

1 1
Beispiel: F(s):IOO-(1+%).—S
. L)

100

4

1 10 102 10? 10* 10°

Ab s=100 leistet nun das verbleibende PT1-Glied, das bis hierhin eine Verstarkung von 0dB hat, einen
Beitrag von -20dB pro Dekade.

Der Amplitudengang des Gesamtsystems fallt also ab dieser Frequenz mit 20dB pro Dekade.
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Flir den Amplitudengang ergibt sich somit folgende Darstellung:

1 s 1
Beispiel:  F(s) '(1+E)

S
14—
Fi) dB ( 100)

60 T
- \

20

-40

-60

1 10 10?2 103 104 10°

Ermittlung des Phasengangs
Fir die Ermittlung des Frequenzgangs wird dhnlich vorgegangen.

Auf der y-Achse werden die Phasengédnge der einzelnen Ubertragungsglieder aufgetragen und
anschliefend addiert.

Phasengang des P-Gliedes

Der Phasengang des P-Gliedes ist konstant 0°.

1 1
Beispiel: F(s):100-(1+%).—s
. 1+—)

@/ 100

1 10 10? 103 104 10°
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Phasengang des I-Gliedes

Ein I-Glied hat einen Phasengang von konstant -90°. Auch dieser Phasengang wird eingetragen.

A
&/ a+ m)

90 ——rTrrT——— T e

1 S 1
Beispiel:  F(s) :-(1+E).7
s

45 |

0

-45 |

(

-90

=135

-180 !

1 10 102 103 10* 10°

Phasengang des PD-Gliedes

Die Grenzfrequenz des PD-Gliedes liegt bei s=10. Bei dieser Frequenz betrdgt der Phasengang +45°.
Eine Dekade vor der Grenzfrequenz, d.h. bei s=1 betrégt die Grenzfrequenz 0,
eine Dekade nach der Grenzfrequenz, d.h. bei s=100 betragt die Grenzfrequenz +90°.

Anders ausgedriickt:

Der Phasengang ist bis eine Dekade vor der Grenzfrequenz gleich 0 und steigt dann Uber zwei
Dekaden auf +90°. Im weiteren Verlauf, also ab einer Dekade nach der Grenzfrequenz bleibt der
Phasengang auf konstant +90°.

Der Phasengang des PD-Gliedes ist in der folgenden Darstellung an der gelben Linie zu erkennen.
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1 1
Beispiel:  F(s) 100-(1+%).—S
s 1+—)

0/ 100

90 [

45 b FEFE TS S-S54 3 SRS S N5 S 5 S5 5 S W S S S S 45

-135

-180

1 10 10? 103 10% 10°

Phasengang des PT1-Gliedes

Das letzte Glied, das PT1-Glied, hat eine Grenzfrequenz bei s=100. Bis eine Dekade vor der
Grenzfrequenz, also bis s=10 betragt der Phasengang 0° und fallt dann Uiber 2 Dekaden, also bis
s=1000 auf -90°.

Zusammenfassend ergibt sich also fir die einzelnen Phasengénge folgendes Diagramm:

1 1
Beispiel:  F(s) '(1+%)'—

s
Il
@/ ( 100)
el v ‘
a5 |t

0

a5 L \ i
oo {1 titing 1 ii \

-135

-180

1 10 102 10° 10% 10°
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Graphische Addition der Phasenginge

Im letzten Schritt miissen nun die Phasengénge der einzelnen Ubertragungsglieder wieder graphisch

addiert werden.
Zu Beginn hat lediglich das I-Glied einen Beitrag ungleich 0°.

Bis zu einer Frequenz w=1 ist demnach der Phasengang konstant -90°

1 1
Beispiel: H(s)= 100- (1+%) s
- 1+—)

©/° 100
90

45 |

0 \
- % \
-90

-135 |

-180 |

1 10 102 103 10% 10°

Ab der Frequenz s=1 muss nun der Einfluss des PD-Gliedes berlicksichtigt werden. Der Phasen steigt
ab dieser Frequenz um 45° pro Dekade, denn der Phasengang des PD-Gliedes steigt wie oben gezeigt

Uber zwei Dekaden um 90°.

Da ab einer Frequenz s=10 das PT1-Glied ebenfalls einen Einfluss auf den gesamten Phasengang hat,
kann der Phasengang zunachst nur bis s=10 gezeichnet werden.
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1 s 1
Beispiel:  F(s) 100'(1+—)'—
s 10 S
(=)
@/ 100

90

45 |

. i i
v Bl

-135 |

-180

1 10 102 103 10 105

Ab s=10 fallt der Phasengang des PT1-Gliedes um 45° pro Dekade und hebt den Anstieg von 45° pro
Dekade des PD-Gliedes auf. Zwischen s=10 und s=100 bleibt der Phasengang also konstant bei -45°.

Der Phasengang kann weiter gezeichnet werden bis s=100, denn dort tritt die ndchste Anderung auf.

1 S 1
Beispiel:  F(s) =- (1+E) ———

A
1+—
©/° ( 100)
90
45 |

N
ol | / | \

2135

-180

1 10 102 103 10¢ 105

Ab s=100 bleibt der Phasengang des PD-Gliedes konstant. Die einzige Anderung stammt vom PT1-
Glied, dessen Phasengang weiterhin um 45° pro Dekade fallt.

Bis zur ndchsten Anderung bei s=1000 fillt der Phasengang des Gesamtsystems also um 45° pro

Dekade.
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1 1
Beispiel:  F(s) '(1+%) ! E——

s
o/ A+ ﬁ)

90 [

45 | — H.ﬁln i i i b b - %...é..

0 -

-45

-90 .

-135

-180

1 10 102 103 104 10°

Bei einer Frequenz s=1000 endet auch der Abfall des PT1-Gliedes. Der Phasengang fiir das
Gesamtsystem betragt fiir Frequenzen oberhalb s=1000 konstant -90°.

1 1
Beispiel: F(s) 100-(1+%).—S
= 1+—)

©/° 100

-90

-135 fi i b

2| 10 10? 103 10* 10°

In folgendem Video erlautere ich die Vorgehensweise noch einmal Schritt fir Schritt.
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Ubungsaufgabe zum Bode-Diagramm

Zum Abschluss des Buches gibt es nun noch eine Ubungsaufgabe.

Fiir folgende Ubertragungsfunktion soll das Bode-Diagramm erstellt werden.

F(s)=10:5" (1+—)
O

Logarithmisches Papier habe ich unter diesem Link bereitgestellt.

Auch zu dieser Aufgabe gibt es hier ein Losungsvideo.
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